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Geometria Analítica 


1.1. Localizacáo Unidimensional 


Para determinarmos a posição de uma 
composição na via férrea, basta a indicação 
do número do marco de quilometragem. Este 
número é a coordenada do trem na via férrea. 


Com o exemplo, podemos perceber que, 
para localizarmos um “ponto” em uma “li- 
nha”, é suficiente uma medida, isto é, na loca- 
lização unidimensional, as posições são 
indicadas por uma única coordenada. 


1.2. Localização Bidimensional 

No jogo de xadrez, a posição das peças no 
tabuleiro fica indicada por uma letra e um 
número (podiam ser duas letras ou dois nú- 
meros). As filas verticais são identificadas por 
letras do alfabeto latino e as filas horizon- 
tais, por números. 


э кю о ж а ос 0 
Do 


ABCDEFGH 


A cada casa do tabuleiro correspondem 
uma letra e um número que indicam as filas 
vertical e horizontal da casa, respectivamente. 


Assim, о peáo branco, representado no 
tabuleiro da figura, está na casa B3, e o peáo 
preto, na casa D5. 


Com o exemplo, podemos perceber que, 
para localizar um "ponto"em um “plano”, são 
necessárias duas medidas, isto é, na localiza- 
ção bidimensional, as posições são indicadas 
por um par de coordenadas. 
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Consideremos uma reta r e uma unidade 
(u) de comprimento com a qual mediremos 
os segmentos contidos em r. 


[WWW [+ г 


u 
Consideremos também na reta r um pon- 
to O arbitrário, que chamaremos de origem. 


O 
ла лал M І 


u 


Sejam A e A” dois pontos de r tais que 


OA e OA' tenham a mesma medida a, toma- 


da com a unidade u, de modo que A esteja à 
direita de O e A' à esquerda de O. 


Vamos fixar o sentido de O para A como o 
sentido positivo e representá-lo com uma 
ponta de seta. 


AO A А 
— ~ y y 


a a 


Desta forma, dizemos que o ponto A está 
afastado a unidades de O e que A' está afasta- 
do-a unidades de O. 


Podemos então associar aos pontos A e A’ 
os números reais a e — a, respectivamente, 
que chamaremos de abscissas desses pontos. 


De um modo geral, podemos associar a cada 
ponto de r um único número real que chama- 
mos abscissa do ponto, número esse que será 
positivo para pontos marcados a partir da ori- 
gem, no sentido positivo, e negativo para pon- 
tos mercados no sentido contrário. 
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Exemplos 
P O Q А 
—4———+++—+—+—» 
-4 +6 


abscissa de P = — 4 
abscissa de Q=+ 6 


Definição: A reta orientada com um senti- 
do positivo, com uma origem arbitrada e 


uma unidade de medida estabelecida, é 
chamada de eixo. 


Entáo, quando quisermos localizar pon- 
tos em uma reta, transformamos a reta em 
um eixo e a localização do ponto será dada 
pela abscissa do ponto. 

Importante 
1°) A abscissa de origem é o número real zero. 
2°) Cada ponto de uma eixo possui uma úni- 

ca abscissa e para cada abscissa existe um 
único ponto no eixo, isto é, estabelecemos 
uma relação biunívoca entre o conjunto 
dos números reais e o conjunto de pontos 
de uma reta (eixo). 


Consideremos em um plano dois eixos X e 
Y perpendiculares entre si e com origem O 
comum. Nestas condições, dizemos que X e Y 
formam um sistema cartesiano ortogonal, e 
o plano dotado com tal sistema será chama- 
do de plano cartesiano. 


у^ 
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Para localizarmos um ponto P num plano 
dotado de um sistema cartesiano ortogonal, 
traçamos por Р duas retas paralelas aos ei- 
xos x e y que encontram os mesmos em P’ e 
p”, respectivamente. 


Com as abscissas desses pontos determi- 
namos a posição de Р no plano. 


abscissa de P'= 3 
abscissa de Р''= +2 


Indicamos a abscissa de P’ por x, e a 
abscissa de P” por y,, eo ponto P é localizado 
no plano pelo par ordenado (x, уь). 


Para facilidade de linguagem, usamos as 
seguintes denominações: 
1º) A abscissa de P”, a primeira abscissa de P, 
será simplesmente a abscissa de P. 


2°) A abscissa de Р”, a segunda abscissa de P, 
será a abscissa ordenada de P, ou simples- 
mente ordenada de Р. 


3%) O par ordenado (Xp, Yp) será denominado 
coordenadas de p. 


4°) Os eixos x e y serão, respectivamente, O 
eixo das abscissas e o eixo das ordenadas. 


Exemplo 


Indicamos a seguir as coordenadas dos 
pontos representados no plano cartesiano. 
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Geometría Analítica 


A(40) D(-43) G(0,-3) 
B(43) E(-40)  H(4-3) 
C(03) F(-4-3) 0(0,0) 


Os eixos xe y dividem o plano cartesiano em 
quatro regiões que chamamos quadrantes (Q), 
que são numerados conforme a figura abaixo: 


у ^ 
Abscissa negativa Abscissa positiva 
Ordenada positiva Ordenada positiva 
220 TO 
» 
х 
330 4º Q 
Abscissa positiva 


Abscissa negativa 
Ordenada negativa 


Ordenada negativa 
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P,) Se um ponto tem abscissa positiva, ele per- 
tence ao 1º ou ao 4º quadrante do plano 
cartesiano ou ao eixo x. 


P,)Se um ponto tem abscissa negativa, ele 
pertence ao 2º ou ao 3º quadrante do pla- 
no cartesiano ou ao eixo x. 


A 
P4 (3,2) d 
e ————— Á———Á— ma 
i ol " 
| 0 x 
Р El, a) 


P,)Se um ponto tem ordenada positiva, ele 
pertence ao 1° ou ao 2° quadrante do pla- 
no cartesiano оп ao eixo y. 


Р; (3,4 
yl. 51( ) 
Po (-1,1) | 
e | 
E | , 
0 x 
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P,) Se um ponto tem ordenada negativa, ele Р,)5е um ponto tem abscissa a, ele pertence à 
pertence ao 3° ou ao 4° quadrante do pla- reta paralela ao eixo, {тасада pela abscissa a. 
no cartesiano ou ao eixo y. 


у^ у 
Оқа, 5) 
al P(a, 2) 
| x E » 
HU o 0 a x 
Po (1,1) |------ i 
P, (3, - 3) R(a, - 3) 


P3)Se um ponto tem abscissa nula, ele per- 
tence ao eixo y. 


4 y 
B (0,5 P¿) Se um ponto tem ordenada a, ele pertence 
PB) à reta paralela ao eixo x, tracada pela or- 
denada a. 
€ A (0, 2) y 
[*] > 
0 х R(- 4, a) PG, a) Q(6,a) 
e C (0, - 4) 
» 
Xx 


P¿) Se um ponto tem ordenada nula, ele per- 
tence ao eixo x. 


y 


Р) Se um ponto tem coordenadas iguais, ele per- 
tence а bissetriz dos quadrantes impares. 


ty 


C(- 4, 0) _ А(2,0) В(6,0) 
e 0 e $ > 


CE e) 
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Р) Se um ponto tem coordenadas opostas, ele 
pertence а bissetriz dos quadrantes pares. 


y 


B(-5, 5) 


A(=2, 2) 


P41) Dois pontos simétricos em relação ao eixo x 
têm a mesma abscissa e ordenadas opostas. 


^y 
A(5,3) 
е 
B(-4, 2) ! 
e. I 
І 1 
[*] . E > 
I 0 i Ба 
І 
e [ 
B(-4,-2 | 
( ) ; 
A'(5, - 3) 


P42) Dois pontos simétricos em relação ao eixo 
y têm a mesma ordenada e abscissas 
opostas. 


^y 
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P43) Dois pontos simétricos em relação à ori- 
13 А : 
gem tém abscissas opostas e ordenadas 


opostas. 
^y 
В(- 3, 4)$ 7777 
TP A(4, 2) 
1 | > 
| x 
E - || 
pas B'(8, - 4) 


01. Dar as coordenadas dos pontos A, B, C, 
D, E, F e G da figura abaixo: 


Ty 

c D 
| А 
A * x 

B | 

I estesa + 

pl Б 

Resposta 


A(5, 1); B(0, 3); C(3, 2); D(2, 0); EI, 4); 
F(0, 2); G(4, -3). 
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02. Seja o ponto A(3p - 1, p - 3) um ponto 
pertencente à bissetriz dos quadrantes ím- 
pares, entáo a ordenada do ponto A é: 


a) 0 d) 8 
3 

b) -1 e) -4 

c) —2 

Resolucáo 


Como A pertence à bissetriz dos quadrantes ímpa- 
resX,=Y,>3p-1=p-3 > p--1 

Logo, o ponto A(-4, —4) tem ordenada igual a —4. 

Resposta: E 


03. O ponto A(p — 2, 2p —3) pertence по eixo das 
ordenadas. Obter o ponto B’ simétrico de B(3p — 1, p 
—5) em relação ao eixo das abscissas. 

Resolução 

Se A pertence ao eixo das ordenadas, temos que 
р-2=0 > p=2 logo, В(5, -3). 

Como B' éo simétrico de B em relação ao eixo das 
abscissas, temos a mesma abscissa e a ordenada opos- 
ta, logo, B'(5, 3) é o ponto procurado. 

Resposta: B'(5,3) 


04. Um triângulo eqüilátero de lado 6 tem 
um vértice na origem do sistema cartesiano e 
outro vértice no eixo das abscissas. Determi- 
ne as coordenadas do 3? vértice, sabendo que 
ele está no 4? quadrante (faca a figura). 

Resolucáo 


Lembrando que a altura do triángulo eqüilátero 
3 
mede 1 E , temos: h= Ba 


X 
A(001 B(60) 
E 


C (3,-343) 


Resposta: es — 3/3 ) 
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Consideremos dois pontos A e B tais que 
AB náo seja paralela ao eixo x, nem ao eixo y. 


Traçando por A e В paralelas aos eixos coor- 
denados, obtemos o triângulo retângulo ABC. 


, então, 


dac = xg —xa| e авс -|ys TY A 
aplicando o teorema de Pitágoras, temos: 

dis x dic * авс 

dis = (ks xa) +(ув -yal 

dis = (xp aj +(ув -ya) 


Podemos observar que: 


(хв -x4 ) = (xa -xg) = (Ax)? e 
(ya-yaY =(ул-Ув) -(Ay) 


Assim: 


das = (Ах)? + (Ay)? 


Importante 


É fácil verificar que a fórmula para cálcu- 
lo da distáncia entre dois pontos A e B conti- 


nua válida quando AB for paralelo a um dos 
eixos cartesianos, ou mesmo quando A e B 
coincidem, caso em que d,, = 0. 


Exemplos de Aplicação 
01. Achar o ponto P do eixo das abscissas 
que dista 245 do ponto A(3, 4). 
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Resolução 
P e eixo das abscissas > P (x, 0) 


P(x, 0) dista 2/5 de A(3, 4) > 
> (245) = (x-3)? +(0-4) 
Assim: 

20=x2-6x+9+16 
x2-6x+5=0=>x=1oux=5 
Resposta: P,(1, 0) e P,(5, 0) 


02. Achar o ponto equidistante de A(0, 2) 
e B(4, -3) cuja ordenada é o dobro da 
abscissa. 


Resolução 

Ур= 2хр > P(x, 2x) 

P eqüidista de A(0, 2) e B(4, 3) 2 4, = dp 
ou seja: (x 0)? 2x - 2)? = (x - 4? + (2x +3)? 


+ Ax! -8K + 4= 
x/ - 8k 416 - 4 +12x +9 
7 


21=12x>x= 


| 7 7 
Assim, Xp = 1 d EO 


+4 
Resposta: 4^2 


Consideremos num plano cartesiano dois 
pontos A (x4, Ya) e B (xy, yg) extremidades do 


segmento AB cujo ponto médio é M (xy, Ум). 
y4 
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AM=MB > A'M'=M'B” 


ou seja Xy- ХА = Xg- XM 


Xa tx 
2хм= XA * Xg > Хм a 
Analogamente temos: 
AM=MB=A"M”=M”B” 
ou seja, yu Ул = Ya Ум 


+ 
2ум=УА+Увә уу = a Ув 
Exemplo de aplicação 
Determine o ponto médio do segmento AB 
onde A (1,7)eB(3,-5). O ponto médio do seg- 
mento com extremidades A(1,7) e B(3,5) é o 
ponto M(xw Ум), onde: 


_ ХА +Хв _1+3_ 


2 
“M= a 2 
Y&tYg. 7-5 
= He 
Ум 2 2 
Assim: 
М = (2, 1). 


Observacáo: Podemos, também, utilizar o 
teorema de Tales para determinarmos pontos 


que dividem o segmento AB em razões dife- 
rentes da razão obtida com o ponto médio. 
Exemplos de Aplicação 
01. Dados os pontos A(1,3) e B(7, 6), obter os 
pontos que dividem AB em três partes iguais. 
Resolução 


XY 
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As abscissas de A, P, О e B formam uma 
P.A. de razáo 


xg-Xa 7-1 
n- = 
3 3 
As ordenadas de A, P, Q e B formam uma 
P.A. de razão: 


= 6-3 
h = = 5 ER 1; assim; 


=2 


Xp = ХА +1, =1+2=3 
Хо = ХА +2 =1+2:2=5 


Ур=уд+гу=3+1=4 
Yo =ya t21, =3+2:1=5 


Resposta: P(3, 4) e Q(5, 5) 


02. Obter o ponto P interno ao segmento 


AB que divide esse segmento na razão 


=. A(1,3) e B(8, 17 
РЕ = =, com А(1, 3) eB(8, 17). 
Resolução 


Dividindo AB em 7 partes iguais, o ponto 
P é o segundo ponto divisor a partir de A. 
Dessa forma, nas progressões formadas pe- 
las abscissas e pelas ordenadas dos pontos 
divisores, temos: 
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(Ys -YA) 
7 


(17-3) 


yp-ya*2- 


yp=3+2: =3+4=7 


Resposta: P(3, 5) 


Encontrar um ponto P nos problemas de 
Geometria Analítica é descobrir as coorde- 
nadas хь е уь do ponto. Dessa forma, temos 
nesses problemas duas incógnitas, que, para 
serem descobertas, necessitam de duas equa- 
ções. Assim, é preciso que tenhamos no início 
duas informações sobre o ponto. 

Para facilitar a montagem das equações 
em tais problemas, temos, a seguir alguns 
exemplos de informações com as respectivas 
interpretações algébricas. 

130 ponto P pertence ao eixo das 
abscissas. 


Interpretação: P tem coordenadas (x, 0). 


2º) O ponto P pertence ao eixo das ordenadas. 
Interpretação: P tem coordenadas (0, y). 


330 ponto P pertence à bissetriz dos 
quadrantes ímpares. 


Interpretação: P tem coordenadas (x, x). 

4%) O ponto P pertence à bissetriz dos 
quadrantes pares. 

Interpretação: P tem coordenadas (x, — x). 


5°) O ponto Р dista 5 unidades de A (1,2). 


Interpretação: Consideramos P (x,y) e fa- 
zemos: 


5? = (x- 1? «(y - 2)? 
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6°) Oponto Pé equidistante de A (1, 2) eB (3, 5). 
Interpretacáo: Consideramos P (xy) e fa- 
zemos: 


(х= DY -2=(x=3%+(y =5Y 


7°) O ponto Р enxerga o segmento de ex- 
tremidades A (1, 2) e B (3, 5) sob ángulo reto. 


Interpretação: Consideramos Р (x, y) e no 
triángulo retángulo APB (reto em P) aplica- 
mos o teorema de Pitágoras: 


(3-1)? «(5 2)? -[(x-1? «(y-2y ]+ 
[x-3) «(y-5)] 


P 


= 6 


Exercícios Resolvidos 


01. (FASP) A distáncia entre os pontos (2, — 
1) e (- 1, 3) é igual a: 


a) zero d) 5 
b) 45 e) n.d.a 
D m 

Resolucáo 

Ax=2-(-1)=3e Ay=-1-3=- 


z (0% +(-4) 


а= (4x)? + A 
d=5 


Resposta: D 


02. (PUC-SP) Sendo A (3, 1), B (4, - 4) e 

C (22, 2) os vértices de um triângulo, en- 
táo esse triángulo é: 

a) retángulo e náo isósceles. 

b) retângulo e isósceles. 

с) eqüilátero. 

d) isósceles e náo retángulo. 


e) escaleno. 
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Geometria Analítica 


Resolução 


das = (3-4) +(1+4)? = 4/1+25 = 26 


dac =0(3+2) +(1-2)? =25+1= 26 
dec = (42? +(-4-2) = /36+36 = 642 


dge > адв = вс e 


dic * dis ES авс 
Portanto, о A АВС é isósceles e não é retângulo. 
Resposta: D 


03. Achar o ponto T da bissetriz dos 
quadrantes ímpares que enxerga o segmento de 
extremidades A(2, 1) e B(5, 2) sob ângulo reto. 


Resolução 

Te bissetriz dos quadrantes ímpares > T(x, x) 

Se Tenxerga AB sob ângulo reto, então o triân- 
gulo ATB é retângulo em T. 


T 


=> dia di, = dig 

Assim: 

А Ча DE + [(х -5}? (xe 2)7]= 
=[(2—5)°+(1—2)7] 


—4Ax+4+x2-2x+1+x2-10x+25+x?- 
4х+4=9 +1 
— 20х + 24 = 0 


=5x+6=0=>x=204x=3 
Resposta: T,(2, 2) e T,(3, 3) 


04. O paralelogramo ABCD tem lados AB, 
BC, CD e DA .Sendo A(0, 0), B(4, 2) e D(8, 0), 
determine as coordenadas do ponto C. 

Resolução 


В (4,2) C (a,b) 


A (0,0) D (8,0) 
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M é ponto de encontro das diagonais, portanto 
ponto médio dos segmentos AC e BD. Dados B e D, 


temos M(6, 1) eagora temos A e M, logo: 


Xc tX 
м=р MEI RD. а=12 
=> 
Ус typ b+0 
Ум 2 2 
tanto, C(12, 2). 
Resposta: C (12, 2) 


8.1. Área de um Triángulo 


Calcule a área do triángulo ABC da figura: 


Yc- 


Ув | 


Ol XA хс Xp 
Resolução 


Para calcular a área do triângulo vamos 
cercá-lo por um retângulo, conforme a figura. 


A 


y 
УС- 


YB | 


O XA хс Xp 


A área do triángulo ABC pode ser obtida 
subtraindo-se as áreas dos triángulos 1, 2 e 3 
da área do retángulo, ou seja, 


SAABC = Sret - SA, — SA, — SA,. (1) 


Calculando essas áreas obteremos: 
Sret = (хв - X4) (ус- Ya) = 


7Xpg'Yyc—-XpgYA -XaYc + ХАУА 
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a 


57 ¿Ps -xaA)'(Ys-ya)7 


1 
= „(хвув XBY A XaYB *XAYA) 


1 
S, = ¿Po -xc) (yc -yp) = 


1 
= 5(хвус хвув -XcYc +хсув) 


1 
S¿= (хс =Xa) (yc -yA)= 


1 
= eye XcY A -Xayc *XaY A) 


Substituindo os valores calculados na 
equacáo I, encontraremos: 


1/x +x +x = 
saapo=3[ BYCTXAYBTXCYA | (Ш 
21 -XBY A -XAYc - Хсув 


Calcule agora o determinante 


Xa Ya 1 
А=|хв yg 1 

Xc yc 1 
Resolucáo 


Aplicando a regra de Sarrus temos: 


A 
хв Ув 


— Xcyp - XAYc - XgY A + XAYB + XcY A + Xgyc 
ou seja, 
A=XAYB+XCY A tXpyc — 
Xcyg-XAyc XBY A 
Comparando Пе III, concluímos que: 


(Ш) 


AN 
2 


Porém, se trocarmos a ordem dos pontos, 


o valor de A pode ser negativo e a área deve 
ser sempre positiva. Para evitar esse proble- 
ma basta utilizar o módulo do determinante. 
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Assim: 
Ss Al 
2 


Pode-se verificar que os resultados obti- 
dos continuam valendo, qualquer que seja a 
posição do triângulo ABC. 

Dessa forma, concluímos que, dados 3 
pontos A(X y y a), B (xy yg) e С (хо Yc), a área 


do triángulo ABC é 
1 Xa Ya 1 
5= = lA) onde А=|хв ув 1 
хс ус 1 


Observações Importantes 


1) Se A=0, a área do triángulo será zero; isso 
implica que os pontos sáo colinares, ou seja, 


Xa Ya 1 
A,B eC alinhados ©|хв yg 1|=0 
хс ус 1 


(Veja а demonstracáo completa na leitura 
complementar.) 


2) O valor de A pode ser calculado rapida- 
mente com o auxílio de uma regra prática 
conhecida como regra do agrimensor, 
conforme o diagrama abaixo: 


A 
+ + + 
Exemplo: Sendo A(1, 1), B (9, 3) e C (8,5), 
então, 
111 
SA=9 3 1-u 
351 
Utilizando a regra prática 
-9 -9 —5 
+3 +45 +3 


A=3+45+3-9-9-5b=28 
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3) Demonstra-se que se organizarmos 4, co- 
locando as coordenadas dos pontos numa 
sequência do sentido anti-horário, o va- 
lor de A será não negativo, então a área 
poderá ser escrita assim: 


g= 
2 
8.2. Área de um Polígono 


Consideremos um polígono convexo A,, A,, 
As, ... , A, com vértices A, (ху, уу), Az (Xy y»), ... 
A, (Xy Yn) lidos no sentido anti-horário. 


A 
x As A, 
A6 
A3 
Аң , 
Ai 23 
1, 
0 x 


Para calcularmos a área da região limita- 
da pelo polígono, podemos dividi-lo em (n - 2) 
triángulos, conforme a figura. 


у^ 


Xy 


0 
Assim, a área S será: 


S= SAjA7As z S Ai АЗА; + S A1A4As s PS ALAS An 


S _ 1[X1y2 +X2Y3 уу 
МАзАз 3| -x271 -X3Y2 —X1ya 
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Do mesmo modo: 


1 
e PVE O = ¿Puya +X3Y a FX4Y 17 X3Y1 7 X4Y 37 X1Y 4) 


1 
S ajaj AS = ¿PY na +Xp-1Yn a ауа UT а) 


Tomando as igualdades e efetuando a adição membro a membro, temos: 


1 


SA AA; = 2 


GX1y2 +X2Y3 Xf —X5y4 -Xay2 -fays) 


1 
S AAA, = 5 fs FX3Y 4 


х фу хуц хауз Kıya) 


1 
ias ps +X4Ys 


xN: xs Xsy4 Му») 


1 
АЈА Аһ = Sa FXpn-1Yn +XnY1 


Xn-1Y1 7XnYn-1 7 X1Yn ) 


1 
S= 704172 +FX2Y 3 +X3Y4+...+Xn-1Yn +XnY17X2Y17X3Y2 -Xaya 


Fazendo: 
X1Y2 +X2Y3 + FXpY1 —Xay1 7 4Xay2 —...—Ххуу„ = Ap 
temos: 
A 
ga £ 
2 


O valor de Ap pode ser obtido a partir da 
regra prática, colocando-se as coordenadas 
em seqüência anti-horária: 


1 
S= ¿Puya +X2Y 3 Po PX уһ Хоу 2X3Y2—+»X1Y n) 


Exemplo 

Achar a área do quadrilátero de vértices 
T (0, 5), Q (3, 8), R (2, 0) e P (4, 3). 

Resolução 


Devemos, inicialmente, representar o qua- 
drilátero no plano cartesiano, para obtermos 
a sequência anti-horária. 
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X1Yn) 


yt Q88) 


T(0,5) 
P(4,3) 


R(2,0) x 


Assim, a segiiência anti-horária pode ser: 
LE PeQ. 


++ ++ 
Logo: 


S=(0+6+32+15-10-0-9-0) 


1 
S= 509, ou seja, S=17 


Observação: Podemos dispor os pontos em 
uma seqüéncia horária, e considerar o re- 
sultado em módulo. 
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Exercícios Resolvidos 


01. Calcule a área do triángulo ABC for- 
mado pelos pontos indicados na figura. 


C 
= X 
B 
Resolucáo 
Dafigura, temos A (4, 6), B (2,—3)е C (3, 1), logo: 
4 6 1 
>3A=-12-18+2-9-12-4 
A=|2 3 1 
А =-53 
-3 1 І 
Portanto, 


dejas Ева 
2 2 


_53 
2 


5 


02. Dé o ponto pertencente à reta у=3х+2 
e ao primeiro quadrante, que determina com 
A(1, 2) e B(3, 4) um triángulo de área 5. 

Resolucáo 

Como o ponto C pertence à reta у= 3x +2, temos: 
Cía, За + 2). Logo, 


Р i 1 2 1 
S==lA=>5==-3 4 1 
2 2 
a 3a+2 1 
1 2 1 
3 4 11 =10 
a 3a+2 1 
(4+2a+99+6-4a-6-3a-2|=10 


Ma + 2| 2 10 
4a + 2 = 10 ou 4a + 2=-10 


a=2 ou a=-3 (não convém, pois o ponto perten- 
ce ao 1° quadrante). 


Portanto, C (2, 8) 
Resposta: C (2, 8) 
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03. (FGV-SP) Os pontos (1, 3), (2, 7) e (4, k) 
do plano cartesiano estão alinhados se e so- 
mente se: 

a) k=11 
b) k=12 
с) k=13 
Resolução 
1 3 1 
2 7 1=0>k=15 

4 k 1 

04. (PUC-SP) Os pontos А (k, 0), B (1, 2) e 
C (3, 2) sáo vértices de um triángulo. Entáo, 
necessariamente: 


d) k=14 
e) k=15 


a) k=-1 d) k+2 
b) k=-2 e) kz2 
с) k=2 

Resolução 


Se são vértices de um triângulo, não estão ali- 
nhados logo, 


k 0 1 
1 2 1z02kz2 
3 2 1 
05. Calcule a área da regiáo hachurada: 

x 

(0,5) (7,5) 
(4,3) 
(3,0) y 

Resolução 


Sendo A (0, 5) B (3, 0) C (7, 5) e D (4, 3), os 
vértices tomados no sentido anti-horário, temos: 
-15 -0 -20 -0 


2,30 +15 +21 +20 
Efetuando a adição encontramos: 


Ap-21 
A 
pop A 
2 3 


21 
Resposta: 5 = ЕЗ 
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3º) Sendo A e В dois pontos distintos de 
um plano o, a reta determinada por A eBéo 
9.1. Definição lugar geométrico dos pontos de о alinhados 


. ; y com А eB, pois: 
Dizemos que um conjunto de pontos é um 


lugar geométrico (1.g.) quando todos os seus 
pontos, e apenas eles, tém uma certa proprie- 
dade comum. 


* todo ponto da reta AB está alinhado 
com A e B. 


entre todos os pontos de 0, somente os pon- 
Exemplos 


e 
19) Sendo A e B dois pontos distintos de um tos da reta AB estáo alinhados com A e B. 


plano q, a mediatriz de AB éo lugar geométri- P 
co dos pontos de о equidistantes de A e B, pois: 


e todos os pontos da mediatriz sáo B 
equidistantes de A e B. 

* entre todos os pontos de о, somente os A 
pontos da mediatriz estáo а mesma dis- 
táncia de A e B. 


4º) Sendo F um ponto não pertencente a 

uma reta d, ambos pertencentes a um plano 

P o, a parábola de foco F e diretriz na reta dé o 

x lugar geométrico dos pontos de а 
‚ ` equidistantes de Е e d, pois: 


x x e todo ponto da parábola está à mesma dis- 
E `, tância de F e d. 


As H s Y `В e entre todos os pontos de О, somente os pon- 
tos da parábola são equidistantes de F e d. 


2º) Sendo O um ponto de um plano ger 0 
uma distância dada, a circunferência de centro 
O e raio r do plano o é o lugar geométrico dos 
pontos de 0, que distam r de O, pois: 


* todos os pontos da circunferéncia distam 
rdeO. 

e entre todos os pontos de о, somente os 
pontos da circunferéncia estáo a uma dis- 
tância т de O. 


9.2. Equação de um Lugar Geométrico 

A equação de um 1.g. do plano cartesiano é 
uma equação nas incógnitas x e y cujas solu- 
ções são os pares (x, y) dos pontos do l.g. 


E Para obtermos uma equação de um lugar ge- 
ométrico, consideramos um ponto P (x, y) gené- 
rico e aplicamos ao ponto P a propriedade ca- 
racterística do l.g., isto é, a propriedade exclusi- 
va de todos os pontos do lugar geométrico. 
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Exemplos 


2 2 
1°) Dados os pontos A (3, 5) e B (7, 1), obter Je -d eyed] =2 
a equacáo da reta t, mediatriz de AB. x? -6х+9+у? -8y «16-4 
y Assim, a equação de À é: 


x2+y2-6x-8y+21=0 


3°) Dados os pontos A(1, 3) e B (5,2), obter 
a equação da reta r determinada por A e B. 


у^ 
> 
x —] A(13) 
Р(х,у) 
Pete dpa = dpp B(5,2) 
(6-3)? +(у-5) = 
Е! > 
= «77 «(y -1? х 
5 5 PereAz0 
x*=6x+9+y* -10y+25 = 
= х? -14x+49+y?-2y+1 x y 1 
Assim, a equação de t é: t 2 120 
8x-8y-16=0 521 
РЕ Assim, а equação de r é: 
2°) Dado o ponto O (3, 4), achar a equação x+4y-13=0 
da circunferência À de centro O етаіот = 2. 4°) Dado o ponto F (4, 2), obter a equa- 
y4 cáo da parábola p com foco em F e diretriz 
no eixo x. 
A y 
Р(х,у) Е(42) 
Р(х, 
ol E | (x,y) 
X 
[-] > 
Pe A e dro =2 х 


Pepe dpr =dp eixo x 
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2 2 
(х-4) «(y-2) =]у| 
х? -8х+16+у2-4у+4=у? 
Assim, а equacáo de p є: 
x?-8x-4y+20=0 
9.3. Pontos de um LG 


Dado um lugar geométrico, para saber se 
um ponto pertence ou náo a ele, basta verifi- 
car se suas coordenadas constituem uma so- 
lução da equação do l.g. 

Exemplo 


Verificar se o ponto А (2 , 4) pertence а 


circunferência de centro O (0, 3) e raio 43. 
Resolução 


у^ 


P e circunf.> dpo = 43 


x-0}? «(y -3) =(43) 
x! «y? -6y 46-20 


Substituindo (2 y 4) na equacáo, temos: 


2 
(2) +4?-6:4+6= 
=2+16-24+6=0 


Assim, (42 7 4) é solução da equação, e, por- 
tanto, A pertence à circunferéncia dada. 


Importante: Se sabemos que um ponto per- 
tence a dois lugares geométricos do plano 
cartesiano de equacóes conhecidas, para obter- 
mos esse ponto devemos resolver o sistema 
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determinado por suas equações, e a solução será 
o par ordenado das coordenadas do ponto. 


Exemplos de Aplicação 

Obter o ponto de intersecção das retas 
(1)-2x+y-4=0€e 

(s) 3x+4y-24=0 

Resolução 

Para obter o ponto Р, intersecção de r e s, 


basta resolver o sistema formado por suas 
equações: 


-2x +y -4 = 
3x +4y -24 = 


Assim, x = B 
11 


01. Obter a equacáo do lugar geométrico 
dos pontos do plano que representam: 

a) o eixo das abscissas; 

b) o eixo das ordenadas; 

с) a bissetriz dos quadrantes ímpares; 

d) a bissetriz dos quadrantes pares. 

Resolução 


a) Todos os pontos do eixo Ox têm у = 0; 
assim: у= 0 


> 
b) Todos os pontos do eixo Oy tém x = 0; 
assim: x=0 
c) Todos os pontos das bissetrizes dos quadrantes 
impares tém coordenadas iguais, logo: у = х. 


d) Todos os pontos das bissetrizes dos quadrantes 
pares têm coordenadas opostas, logo: y =-x. 
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02.A equação da mediatriz do segmento 
AB, dados A(2, 1) e B(8, 7) é: 


a) y=x-1 d) y =-x-9 
b) y=x+1 e) у=х+9 
с) y=-x+9 

Resolucáo 


Tomar um ponto P(x, y) 
Propriedade: dy, = dpp 
Equação: 


Vx - 2 +(y-1* = 4-8) + (9-7)? 
Desenvolvendo: y =-x +9 
Resposta: C 


03. Dados os pontos А (1, 3) e B (5, 2), obter 
o ponto onde a reta AB intercepta a bissetriz 
dos quadrantes ímpares. 

Resolução 


yt 


A(1,3) 


1°) equação da bissetriz dos quadrantes ímpares 
um 
€ 
2?) equação da reta AB 
x y 1 
1 3 1202 
5 2 1 
>x+4y-13=0 
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3º) ponto P 


x= y (1) 
x + 4y — 13 = 0 (П) 


Substituindo (1) em (II), temos: 


1441-13-04 


Obs. — Uma solução mais rápida seria lembrar 
que as coordenadas de Р são iguais: P (x,x) e que A, 
BeP são colineares. 


04. A parábola de equação y=x?-5x+4e 
a reta de equação x - y — 4 = 0 têm quantos 
pontos em comum? 

Resolução 


Para obter a intersecção de 2 l.g, basta resolver o 
sistema formado por suas equações, logo: 


} = x! -5bx44 
> 


х-у-4 = 0 


у=х?-5х+4 
=» 
у= х —4 


х2-5х+4=х-4 902-5 х+8=0 
x=2 оих= 4, substituindo na equação da reta 
ou da parábola, obtemos y=-20uy=0 


Resposta 
Dois pontos: P, (2, — 2) e P, (4, 0) 
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Propriedades importantes 


ESEN P,)Se duas retas de um plano cartesiano são 
1.1. Inclinação de uma Reta paralelas, suas inclinações são iguais. 
Dado um plano cartesiano e uma reta r Ya 
concorrente com o eixo x, chamamos de incli- 
nação dera medida q, do ángulo quer forma 
com o eixo x, ângulo esse medido a partir do Б г // 8 
еіхо x até a reta г no sentido anti-horário. 


Então: 
y Qs Ar > 
х 
P,) Se апаз retas sáo perpendiculares, a dife- 
rença entre suas inclinações é 90º. 
> ye 
х 
0° < a, « 90? 
у^ 


E 


Or 


x 12. Coeficiente Angular de uma Reta 


Sendo r uma reta não paralela ao eixo y, coe- 
ficiente angular ou declividade der é a tangente 
da inclinação de r, que indicamos рог m, Assim: 


у^ 


х > 
х 
90? <о < 180° 
No caso em que т é paralela ao eixo x, a m, = 180, 
inclinacáo de r 6 definida como 0°. 0º<o,<90ºsm,>0 
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У^ Assim: 

А Map = Ув - УА 
= XB>XA 
2º caso: 90º< a < 180? 


A 
s y 


m, = tga, 
90°< a, < 180° m, <0 m ap = tga = —tg(180º-0) 
No caso em que r é paralela ao eixo y, o Map = _АТ __ул-Ув 
coeficiente angular de r náo é definido. TB XB=XaA 
13. Como Calcularo Coeficiente Angular Assim: 
Consideremos no plano cartesiano a reta E 
5 : Ў : = M8 YA 
nào paralela ao eixo y, determinada por dois mag= 


pontos A (x4, ya) e В(хв,ув)(хА #Хв) 


1º caso: 0°< а < 90° 


у^ | 
Уд = Ув А В 
al 1 1 
Ув 0 1 i > 
! x x 
Ye YA » E i 
YAA E map =0 
| Сото хв £X4 еув = уд, 
| > podemos escrever: 
Xp X 
BT mas YB-YA 
Map = 180 = тд Xp —-XA 
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Conclusáo 

Em qualquer dos casos, o coeficiente an- 
gular da reta é dado pela razáo entre a dife- 
rença (Ay) das ordenadas e a diferença Ax 
das abscissas. 

Observação — De acordo com o cálculo 


_YBTJYA 


exposto, Map = ; no entanto, pode- 


Хв TXA 
mos multiplicar o antecedente e o conseqüen- 
te da razão por — 1 e ela não se alterará, e 
obteremos: 


_Ув-Ул US 


Xpg-XA  XA-Xp Ах 


Masp 


Exemplos 


1?) O coeficiente angular da reta que passa 
por A (1,5)eB(3,8) é: 


2°) O coeficiente angular da reta que passa 
por C (7, 2) eD (6, 2) é: 


39) O coeficiente angular da reta que passa 
por E(5, 3) e F (5, 7) nào é definido, pois 


e 
Xg = xp e areta EF é paralela ao eixo y. 


14. Condição de Alinhamento para 
Três Pontos 


Conforme vimos nos módulos anteriores, 
para sabermos se os pontos A(X,, Y), B(X,, 
Y y) e (Xy Үс) estão alinhados, calculamos о 
determinante: 


Xa Ya 1 
A=|Xg Yg 1) e verificamos se o valor 
Xc Ye 1 


desse determinante é zero. (Caso contrário 


" Eon 1 
formam um triângulo cuja área é A = A Я 
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Agora, porém, podemos verificar se trés 
pontos distintos estáo alinhados utilizando 
o conceito de coeficiente angular. 


Observe as figuras: 


a y y 
B 
AB A 
¿ISO 


‹ 
Aa 
" À > 


0| < 1 x 0| К x 


/ 
Й 


Figura 1 Figura 2 


—> — 

Na figura 1 as retas AB e BC têm incli- 
nação diferentes (0; + 05), pois A, B e C nào 
estão alinhados. Assim, tg o + tg oo, ou seja, 
Map Mg: 

Na figura 2, observamos que А,В eC estão 
alinhados e, portanto, 


Mag" вс = tg 0 
Podemos afirmar que: 


trés pontos A, B e C estáo alinhados numa 
reta nào vertical quando m, = Mge- 


Se A, B e C estiverem em uma reta parale- 
la ao eixo Y náo poderemos calcular o coefici- 
ente angular. Todavia, nesse caso será fácil 
notar que X, = Xp = Xc- 


у 4 
УС pee +С 
YpBr--------- + 
УА р--------- “A 
E » 
0 x 
XA7 Xg 2 Xc 


15. Condicáo de Paralelismo de Retas 


Duas retas r e s nào paralelas ao eixo y 
sáo paralelas entre si quando tiverem os coe- 
ficientes angulares iguais. 


Estudo da Reta 


r//se»a,-0, 


Assim: r//s €» tga, = tga, 


Observação - Se m, £z m,, as retas ге s 
não são paralelas, isto é, são concorrentes. 


1.6. Condição de Perpendicularismo 

йе Retas 

Duas retas r e s não paralelas ao eixo y 
são perpendiculares entre si quando tiverem 
os coeficientes angulares com produto — 1. 


ou seja: 


yA 
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(Essa propriedade será demonstrada 
quando estudarmos posições relativas de 
duas retas). 

Importante — Se duas retas são perpendi- 
culares, e nenhuma delas é paralela ao eixo y, 
o coeficiente angular de uma delas é o oposto 
do inverso do coeficiente angular da outra. 


01. Determine o coeficiente angular de 
cada reta abaixo. 


a) у^ 
n 
60º 
: »X 
b) yi 
S 
E 30° x 
) yf 
A —Em 
z >X 
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d y, i cal. Então, para que estejam alinhados devemos ter 
Хе= Хд= Хь > 
03. (PUC-SP) Os pontos A(k, 0), В(1, -2) e 
C(3, 2) sáo vértices de um triángulo. Entáo, 
necessariamente: 
a) k=-1 
- x b) k=-2 
с) k=2 
d) kz-2 
е у^ e kz2 
Resolucáo 
Para termos um triângulo, os pontos A, Be Cnão 
são colineares, ou seja, т др % Mc. 
0+2 -2-2 SREI 
k-1 1-3 
[=] - Resposta: E 
BA. 1 04. No quadrilátero ABCD da figura, os 
„а. lados АВ е СО sáo paralelos. Determine o va- 
Resolução lor de a. 
а) m,= tg 60°= 3 y4 (9,a) 
48 = a 
b)m,=tg 120°= = (lembre-se de дие а incli- (1,5) 
D 
пасйо deve ser medida no sentido anti-horário) 
c)m,- tg 0º= 
d)m, =tg 90° Am, B (8,4) 
j Ay -1-3 4 A (4,2) 
Тав ax 4-1 3 0 dd 
02. Obter a para que os pontos A, B e C Resolução 


sejam colineares: 
a) A(1,3),B(2,5) e C(4,a) 


АВ//СО > тдр = теср = 


b) A(4, 3), B(4, 0) е C(a, 7) па ас 
Resolucáo 8- 
2 
5-3_a-9 m —42a-5- а=9 
I ag = Mge > —— 
0 Pag Tuc 3 17472 4 
iet sasas 
Io g ТУ" 05. ABCD é um losango com A(1,5) e C(4, 2). 
A " - Determine o coeficiente angular da reta suporte 
b) X,=Xp=4> Ae Bestão na mesma verti da diagonal BD. 
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Resolucáo Essa equacáo obtida é chamada equacáo 
Num losango as diagonais são perpendiculares. fundamental der. 
Então: Exemplo 
с Жу Obter uma equação da reta que passa pelo 
АС І BD — m 4c mpp = -1 ponto A (3, 2) e tem coeficiente angular - 2. 
9-5 7 Resolução 
mac ————--—.. 
AS ue 3 y-yo = m(x-xg) 
y -2=-2 (х-3) = y-2=-2x+6 
твр =-1= твр = a ; 
Assim, ита equação de r é: 
2x+y-8=0 
* 2º caso 
Vamos determinar a equação de uma reta A reta não tem coeficiente angular. 


conhecendo um dos seus pontos e a sua direção. Seja r uma reta do plano cartesiano que 


Existem dois casos que devemos considerar: passa pelo ponto Q (x,, Yọ) e tem inclinação 
90º. Para determinarmos a equação desta 
reta, consideramos um ponto P (x,y) e faze- 
A reta tem coeficiente angular. mos com que ele tenha a propriedade carac- 


e 1º caso 


Seja г uma reta do plano cartesiano que — terística de r. Assim: 
passa pelo ponto Q (ху, yo) e tem coeficiente һу 
angular т. Рага determinarmos а equacáo 
desta reta, consideramos ит ponto Р (х, y) e 
fazemos com que ele tenha a propriedade ca- 
racterística de r. Assim: 


Ay 


Р (x, y) er © Xp=Xo 


Xy 


Então: |x= Xo 


Essa equação obtida é a equação дет. 


Exemplo 
Então: 2-20 =m Obter uma equação da reta que passa pelo 
X-Xg ponto A (3, 2) e é paralela ao eixo y. 
Resolução 


ou  |y-yo7m(x-x;) Л | _ 
X = хо, Isto é,x=3 e a equação da reta. 
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Exercícios Resolvidos 


01. (UFES) A equacáo da reta que passa 
pelo ponto (3, – 2), com inclinação de 60º, é: 
a) 3x-y-2-3/3=0 
b) J83x -3y- 6-343 - 0 
с) J3x y 43-243 =0 
d) J3x-y -24243 «0 
e) J3x-y- 543 =0 
Resolução 
m= tg 60?- 43 
Logo, y -yo- m (x - Xy) 
y*2243(x-3) = y «22 J3x-343 > 
J3x-y-2-343 -0 
Resposta: A 
02. Dar a equacáo da reta que passa pelos 
pontos A (2, 5) e B (3, 4). 
Resolucáo 
»Va-Vys 9-4. 


m 1 
od XA—Xp 2-3 


y-yo-m(x-xo) 

y-5=-1(x-2) 

y-5=-=x+2 

Resposta: x+y-7=0 

Observação — Utilizamos as coordenadas do 
ponto A para obtermos a equação da reta, mas o resul- 


tado seria o mesmo se utilizássemos as coordenadas 
do ponto B. 


03. Qual é a equacáo da reta r da figura 
abaixo? 
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a) y=x+1 d) y=x-1 
b) x+y-1=0 e) y=-x+1 
с) x+y+1=0 

Resolução 


A reta r passa pelos pontos A (2, 1) e B (0, 1). 
Assim: 

Ay -1-1 -2 

Ax 0-2 -2 


y-yo7 m (x — xy) 
y-1=1-(1=-2)=3y-L=x=2 
y=x-1 

Resposta: D 


Toda reta do plano cartesiano tem equação 
que pode ser escrita na forma: ax + by + c=0, 


em que a, b e c são conhecidos e a + 0 ou b #0. 


Essa forma de equação é denominada equa- 
cào geral da reta. 


De fato, supondo que A (x4, Ya) eB (xp, yp) 
sáo dois pontos distintos de uma reta r qual- 
quer, uma equação de r é: 


+ + + 
Xy a * XAyg * XBY — XA — XBY aT Хув = 0 
(Уд- Yg)X + (хв – XAJy *(XAYs – XBY A) = 0 
Fazendo ул -ув = а, Xp=X1=b e 


XAYg – Xgy A = С, temos: 


onde пао podemos ter simultaneamente а = 0 
e b = 0, pois, neste caso, уд = yg e хв = хд e terí- 
amos A еВ coincidentes; logo a 4 0 ou b = 0. 
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Observações 
1º) Se а = 0, temos que y, = yg ea reta é para- 
lela ao eixo x. 


22) Se b=0, temos que x, = xp ea reta é para- 
lela ao eixo y. 


^y 


YAp == = == A 


3º) Se c=0, a reta passa pela origem, pois (0, 0) 
é uma solução de ax + by = 0. 


Consideremos uma reta r no plano cartesiano 
que corta o eixo y no ponto Q (0, q) e tem coeficien- 
te angular m. A equação der é dada por: 


ata 

Esta forma de apresentar a equação der é cha- 
mada de forma reduzida, e seus coeficientes sáo: 

m = coeficiente angular de r 

q = coeficiente linear der 

Exemplos 


1°) A equação reduzida da reta com inclinação 
60º e que corta o eixo y no ponto Q (0, 3) é: 
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60º 


XY 


m= tg 60? = J3 eq=3 
у= 3x+3 
2º) A reta com equação reduzida y =- x - 1 
temm=-1eq=-1, então a sua represen- 
tação no plano cartesiano é: 
y A 


185° 


xv 


Observações 

1º) A equação reduzida de uma reta fornece di- 
retamente o coeficiente angular (m) e a or- 
denada (q) do ponto onde a reta intercepta 
o eixo y. Dessa forma, a reta (r) ax + bx + c = 


Е ; a c 
0 tem equação reduzida y = — mi E des- 
de que b + 0, e seus coeficientes sáo: 


a - 
р coeficiente angular 


c T Р 
Е = q = coeficiente linear 


Exemplo 
A reta da equação 2x — Зу + 6 2 0 tem forma 


reduzida у=2х+2 сот т -i eq-2. 


2*) As retas de inclinacáo 90° (paralelas ao eixo y), 
não têm equação na forma reduzida. 
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Consideremos uma reta r que intercepta os 
eixos cartesianos nos pontos P (p, 0) e Q (0, q), 
comp: 4 + 0: 


ty 


Q(0, q) 


P(p, 0) 


A equação de r será: 


+ + + 
qx*py-pq-0 = qx+py=pq 
Dividindo os dois membros por pq, temos: 
9х РУ PM. EM 
Pq Pq Pq Pq 
Dizemos que esta equação é a equação seg- 

mentária da reta r. 


Observação — Os denominadores de x e у, na 
equacáo segmentária, sáo, respectivamente, a 
abscissa do ponto onde r intercepta o eixo xe a 
ordenada do ponto onde r intercepta o eixo y. 

Exemplos 
1°) A equação segmentária da reta г da figura é: 
ty 


хү 


32 
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2º) A equação segmentária da reta s da figura é: 


ty 


XY 


Consideremos uma reta r nào paralela a 
algum dos eixos cartesianos, que passa pelos 
pontos A (x4, ya) e B (Xp, yg). 

O coeficiente angular de r é: 

Ay Yn-YA 
AX  Xp-XA 
A equacáo fundamental de r é: 


ME 


m = 


XB TXA 
= -xX = 
Ou então: a LY YA 
XB-Xa  Xp—XA 


Igualando os dois membros da equação a 
um número real t, temos: 


THA =t=>x=xa+t(Xg—XA) 
Xp TXA 
с -ty-yatt(ys-ya) 
YB-YA 


Entáo, para cada valor t e R, obtemos um 
ponto da reta. 


Chamamos de forma paramétrica ou de 
equações paramétricas da reta as equações: 
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= xa + t(Xg- XA) 


= ya + Ңув- ул) 
3 


Um ponto 
da reta 


t é chamado parâmetro das equações. 


Exemplo 
As equações paramétricas da reta que pas- 
sa pelos pontos A (5, 2) e B (7, 1) podem ser: 


x=xatt(x;-x)=5+t(7-5)=2t+5 
y=yatt(yp- YA) = 2+t(1-2D)=—t+2 
x=2t+5 
Isto é: 
y=-t+2 


Observação — E fácil percebermos que, 
para cada par de pontos que tomarmos em r, 
teremos equações diferentes. 


Exercícios Resolvidos 


01. Dados os pontos A (1, 3) e B (5, 7), con- 
sidere a reta r determinada por A e B. Obte- 
nha o que se pede: 


a) o ponto C de r com abscissa 2. 
b) o ponto D de r com ordenada - 1. 


C) o ponto E der que está na bissetriz dos 
quadrantes ímpares. 


Resolucáo 
Equação der: 


+ + + 

3x+7+5y-y-15-7x=0 => 
> -4x+4y-8=0(+-4) 
Assim: (r)x-y+2=0 
a) С(2,ус) є r, então: 

2-ус+2=0 > ус=4 ~». C(2,4) 
b) D(xy,-1)e r, então: 

ху—(=1)+2=0 > xy =-3 


Estudo da Reta 


Geometría Analítica 


г D(-3,-1) 
с) E(xg, xp) є r, então: 
Xp-xpt2202 Я Ee гү 
Resposta: a) C(2,4) 
b) D(=3,-1) 
co)aEEer 


02. Obtenha os pontos onde a reta de 
equação geral (т) 3x + y — 6 = 0 intercepta os 
eixos coordenados. 

Resolução 


Sendo P (xp, 0) e Q(0, yo) os pontos procura- 


dos, temos: 
3xp+0-6=0 => xp=2 .. P(2,0) 
38:0*yg -6=0 = y9=6 ~. Q(0,6) 


Resposta: Р (2,0) e Q(0, 6) 


03. Obtenha a equacáo reduzida da reta r 
da figura: 


y 


Resolução 
1º modo 
Conhecemos dois pontos der (2, 0) e (0, 3), então: 


A = 
m=24 3-0 3 


Ax 0-2 2 


Como q = 3, a equação é: у=-3х+3 
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22 modo 


Y, 


m=tg0a=-tg В 
3 3 
Como ig B =>, Е 
, 3 
Assim: a 
32 modo 


A equação segmentária de r é: 


y 


к > 3х+2у=6 > 2y=-3x+6 


a 
2 


4° modo 
Temos dois pontos (2, 0) e (0, 3) de r, então: 


+ + + 


6-2y-3x=0 = -3x+6=2y 


E у= ka 


2 
. 3 
Assim: =з eva 


04. Obtenha a equacáo reduzida da reta 
que passa pelo ponto Q (0, — 3) e é paralela à 
reta (т) 3x - y * 7 = 0. 

Resolucáo 

(r)3x-y+7=0 > y=3x+7 


"^ m,-3 
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Como t//r, m,=m,=3. 

Logo, a equação reduzida de té: y=3x—3 

Resposta: у=3х—3 

05. Obtenha uma equação da reta t que 
passa pelo ponto P (1,2) e é perpendicular à 
reta (r) x -3y +2 = 0. 

Resolução 


X. 1 
()x-3y+2=0 => у=—+— => т, = 
y 4/733 МЕ 


1 
Como +17, т;= – — = –3 

т, 
A equação fundamental de t é: 
y-2=-3(x-1) 2 y=-3x+5 


Resposta: y =-3x+5 

06. Determine a equação segmentária da 
reta cuja equação geral é 5x + бу – 30 = 0. 

Resolucáo 

1° modo 


Vamos determinar os pontos onde areta intercep- 
ta os eixos: 


eparax=0: 5:0+6y-30=0 => y=5 

e paray=0: 5x+6:0-30=0 => x=6 

Assim, a reta intercepta os eixos nos pontos Q (0, 
5) e P (6, 0). 


Logo, a equação segmentária é: 5 =1 


2° тойо 
5x+6y-30=0 > 5x+6y=30 = (dividindo 
os dois membros por 30) 


6 
_5x,6y_30 


30 30 30 
y 


Assim, a equação é 2-1. 
6 5 
х Уу 
R ta + =1 
esposta: + 


07. Dada a reta r de equação x + 2y -4=0, 
obter um par de equações paramétricas de r. 
Resolução 
Vamos obter dois pontos quaisquer de r: 
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• parax=2: 2+2y-4=0 = y=1 

e parax=0: 0+2y-4=0 => y=2 

Assim A (2, 1) eB (0,2) pertencem ar, e a equação 
reduzida por: 

x-x4-*i(xg-x4)-2241(0—2) 2 2-2t 

im 
x=2-2t 


R ; 
esposta i EN 


08. Obter a equação geral da reta com 
equações paramétricas: 


x=t-1 
у= 3t+2 


x=t-1>t=x+1. Substituindo na outra 
equação, temos: у= 3 (х+ 1) +2 = y=3x+5. 


Então, a equação geral ё: |3x -y * 5-0 


Resposta: 3x -y * 5-0 


Resolução 


09. No plano Oxy, um ponto P (x, y) em 
movimento tem a sua posição em cada ins- 
tante dada pelas equações: 


x=3t 
К spp tS К, 

em que t é o tempo em segundos, е as distán- 
cias, medidas em cm. 

a) Mostrar graficamente a trajetória do 
ponto. 

b) Qual a posição do ponto no início da 
contagem do tempo? (t= 0) 

с) Qual a posição do ponto quando t = 1? 

d) Depois de quanto tempo (a partir do 
início) se tem y = 5? Qual a posicáo do ponto 
nesse instante? A que distáncia se encontra 
da posicáo inicial? 
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Resolução 
a) As equações dadas podem ser escritas assim: 


x=0+3t 
te R, 
y=2+t 
(téo parámetro) 


A trajetória do ponto é retilínea, pois as equações 
apresentadas representam uma semi-reta (t > 0). 
O ponto inicial ocorre para t=0, em A (0,2). 


Um outro ponto da trajetória é, por exemplo, B (3,3), 
que obtemos fazendo t=1. 


Graficamente, temos: 


РУ 


Trajetória 


>X 


Qa4-------------A gd 


b) Quando t- O0, temos: 
x=0+3 e y=2+0=2; assim, no início o 
ponto estáem A (0, 2). 

c) Quandot=1, temos: 


x=0+3:1=3ey=2+1=3, então, após um 
segundo o ponto está em B (3, 3). 

d) Quando y=5, temos: 5=2+t => t=3 
Então y = 5, após três segundos do início, e 
x=0+3:3=9 
Logo, aposição do ponto nesse instante éC (9, 5). 


dac = (9-07 +(5-2)? = 90 = 3410 cm 


Então, a distância procurada ё 3410 cm. 
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Consideremos duas retas do plano 
cartesiano com equações: 


()ax+by+c=0 e 
(s) ax + by +c,=0 
Consideremos ainda que a,b,a,b, 0, isto 


é, as retas náo sáo paralelas a algum dos ei- 
xos cartesianos. 


Colocando as equações na forma reduzi- 
da, temos: 


()ax+by+c=0 


а, €i 
з у=———х-— 
b, b 
(s) ax + Бу +c,=0 
a, C2 
© y=-—x-— 
BE cd 


Então, os coeficientes angular e linear das 
retas são: 


Vamos discutir, com os elementos obtidos, 
as posições possíveis de r e s no plano 
cartesiano. 


1.1. Retas Paralelas Distintas 


y 
r 
qr S 
qs 
= el = 
X 


Devemos ter: m, = m, e q,% 4, 
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Assim, 
-а 785 ау bi 
bi b; а, b; 


12. Retas Paralelas Coincidentes 


y 


з 


Pl, : : 
0 x 
Devemos ter: m, =m, e q,= 
Assim, 
a a a, b 
NER EE LUN o MEA 


bi b; az b, 


13. Retas Concorrentes 
y 


xv 


qs 
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Devemos ter: m, z m, 


: a a a b 
Assim, Eger 14 
1 b; az b, 
a b 
Ea g L 
az b, 


Observações 


1°) Se alguma das retas for paralela a al- 
gum dos eixos coordenados, o problema tor- 
nar-se-á imediato. 

2º) бе as retas forem concorrentes num 
ponto P, para obter esse ponto P basta resol- 
ver o sistema formado pelas equações der e s. 


Exemplo 
Qual o ponto de interseccáo das retas 
(1)2x+y-5=0 e 
(s) 4х-у-1=0 
-5=0 


2x+Y 
о [5 EN 
éx-6-0Sx-1 


Substituindo na equacáo de r, temos: 

2-1+y-5=0>y=3 

Assim, as retas r e s seinterceptam no pon- 
to (1, 3). 

Dentre as retas concorrentes, as perpendi- 
culares sáo as que mais sáo solicitadas nas 


avaliações e nos vestibulares, portanto vamos 
recordar a condição de perpendicularismo. 


Duas retasr e s não paralelas ao eixo y são 
perpendiculares entre si quando tiverem os 
coeficientes angulares com produto —1. 
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Demonstração 
1? parte: rls=>m,:m,=-1 


A 


А 1 
Assim, r.L s >m, = – —— 
т 


Т 


ou seja: r Ls т, :, =-1 


28 parte: т, m,--1—» rs 


а) m,;m,--1m,--— 
m, 

Como m, £ m, as retas r e s são concorren- 
tes. Sendo 0 a medida do ángulo formado por 
reseconsiderando m,» 0 e m, « 0, ou seja , 0? 
< 01, < 90? e 90? < о, < 180? 
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с) (1)3x-2y+1=0 e 
(s)x-2y+3=0 
d) (r)x-2=0 e 
(s) 3x+2y+1=0 
Resolução 
4 2 -7 o 
й) = = q" então res são paralelas distintas. 


3 -1 2 
, b 26 2 ~g então r es são paralelas 


coincidentes. 


= o. 3 
a, = 01, +0, ou seja: c) Т + T entüo res sáo concorrentes. 
(1) d) ré paralela ao eixo y e s não, então r e s são 
1 1 concorrentes. 
p m,2-—2 tga, 2-—— Resposta 
m, 50, a) Paralelas distintas 
Como 0° < at, < 90° e 90? < о < 180°, b) Paralelas coincidentes 
c) Concorrentes 


(II) d) Concorrentes 


02. Discutir, em função de К, a posição re- 
Comparando (I) e (П), temos que Ө =90°. lativa das retas: 
(г) kx - 2y +3k=0 


Assim Өзх+у+к+2=0 


Resolucáo 
Logo, a partir das demonstrações, conclu- @) —2у=—-Кх—3К 
imos: kx ЗК k 
y= + > Mm, = 
6) y=-3x-k-2  m,--3 
A ; k (7) у= -3x-9 
Importante: Se duas retas sáo perpendi- —=-3 >k=-6 ua 
culares, e nenhuma delas é paralela ao eixo y, 2 A 
o coeficiente angular de uma delas é o oposto Resposta 
do inverso do coeficiente angular da outra. Se k —6, temos (r) e (s) concorrentes. 
Sek=- 6, temos m,=m, e q,%q, logo, res são 
Exercícios Resolvidos poems 
01. Dar a posicáo relativa das retas r e s 03. Dada a reta r de equação 4x + 2y +5 - 0 
em cada item abaixo: eo ponto P = (2, -1), determine: 
а) (т) 4х+2у-7=0 e a) о coeficiente angular de г; 
(5) 2x+y+1=0 b) a equacáo da reta s que é perpendicu- 
b) (1 3x-y+2=0 e lar a r e passa pelo ponto P. 


(s) -6x + 2y -4=0 
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Resolucáo 


a) 4х+2у+5=0Фу=-2х-5. Logo, о 


coeficiente angular de r é m,—— 2. 
Б) Temos quer es são perpendiculares. Assim, o 
. „=l -1 1 
coeficiente angular des é — = — = A Como a reta 
т, 


s passa pelo ponto P (2; 1), uma equação dessa reta é: 


y C2-2:6 2) e x-2y-4-0 
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Inequacües do 1º Grau no Plano Cartesiano 


Chamamos de inequacóes do 1* grau as 
inequações do tipo: 


ax+by+c>0 


a,bec sáo constantesreais 
onde: А NE ; 
xey são variáveis reais 
Vamos estudar como podemos represen- 
tar, no plano cartesiano, os pontos P (x, y) que 


satisfazem as condições expressas por essas 
desigualdades. 


Analisaremos, inicialmente, exemplos 
para os casos particulares em que pelo me- 
nos uma das constantes reais a e b é nula. 


1. a-0ehz0 


Exemplo 


Representar, no plano, os pontos que sa- 
tisfazem a condição y — 3 < 0. 

Resolução 

y-3<0>y<3 

Os pontos P(x y) do plano cartesiano que 
satisfazem esta condição são aqueles situa- 
dos “abaixo” da reta y = 3, um semiplano 
aberto. 
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Il. az0eb=0 


Exemplo 


Representar, no plano, os pontos que sa- 
tisfazem a condição 2x - 1 2 0. 


1 
ае 


Os pontos Р(х, у) do plano cartesiano que 
satisfazem esta condição são aqueles situa- 


i Eque 1 А 
dos “а direita” da retax= 2 reunidos com os 


pontos dessa mesma reta, um semiplano fe- 
chado. 


ху 


Nim 


Ш. a=0eb=0 
Exemplos 


1°) Representar no plano os pontos que 
satisfazem a condição Ox + Oy + 2 > 0. 


A condicáo é satisfeita por todos os pon- 
tos P(x, y) do plano cartesiano. 


TY 


inequações do 1º Grau no Plano Cartesiano 


2°) Representar no plano os pontos que 
satisfazem a condição 0x + Oy — 2 > 0. 


Resolução 


Nenhum ponto do plano cartesiano pode 
satisfazer esta condição, portanto ela repre- 
senta um conjunto vazio. 


ty 


xy 


Analisaremos agora os casos em que as 
constantes reais a e b não são nulas. 

Consideremos então uma reta r do plano 
cartesiano de equação ax+ by +c=0 (az0eb0), 
representada, por exemplo, conforme a figu- 
ra: 


^y : 


ху 


Consideremos também a equacáo reduzi- 
da der: y = mx+q 

Sendo P (xy, у) um ponto de r, sabemos 
que y; = mx, + 9. 

Consideremos agora no plano cartesiano 
um ponto A (xa, ул), situado “acima” ет, e 
um ponto B (хь, ув), situado “abaixo” de т, de 
modo que x, = xy = xy onde x, é a abscissa de 
um ponto Р(х, yj) da reta г. 
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Analisando o gráfico, podemos observar que: 


Yo=Mxo +q 
Ул>Ууо 


Yo=mxo +q 
УвУо 


XxB=X0 


> Ув <Mxg +q 


Então podemos tirar as seguintes conclusões: 
1º) Para todos os pontos P(x, y) do plano 
situados “acima” de r vale a relação: 
y > mx + q 
2º) Para todos os pontos P(x, y) do plano 
situados “abaixo” de r vale a relação: 
y <mx + q 
Exemplos 


1º) Representar no plano cartesiano os 
pontos que satisfazem a condição 2x * y - 4 2 0 


Resolução 
2x+y-4205y2-2x+4 
Sendo r a reta de equação y = – 2x + 4 


(ou 2x + y — 4 = 0), os pontos que satisfazem а 
condição y 2 — 2x + 4 (ou 2x + y — 4 > 0) são os 
pontos do plano situados “acima” де т, reuni- 
dos com os pontos de r, um semiplano fechado. 


^y 


y 
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2°) Representar no plano cartesiano os 
pontos que satisfazem a condição x-y * 27 0. 


Resolução 
x-y+2>05-y>-x-2 5y<x+2 


Sendo т a reta de equação y = x + 2 
(ou x — y +2 = 0), os pontos que satisfazem a 
condição y < x +2 (ou x - у + 2 > 0) são os 
pontos do plano situados “abaixo” de r, um 
semiplano aberto. 


N 

` 
y 
y 


Com as discussões feitas e observando os 
dois exemplos acima, podemos concluir que 
ax + by + c =0 representa uma reta r do plano, 
ax + by + с> 0 representa um semiplano aber- 
to do plano de origem r, e ax + by + c < 0 repre- 
senta о outro semiplano aberto do plano de 
origem r. 

Para descobrirmos se o semiplano positi- 
vo (ax + by + c > 0) é o que está “acima” ou 
“abaixo” de r, devemos tomar um ponto do 
plano (fora de r) e substituir na expressáo 
ax + by + c e verificar se o valor obtido é posi- 
tivo ou negativo. 

Exemplo 

Representar, no plano cartesiano, os pon- 
tos que satisfazem a condição 2x — y + 4 2 0. 

Resolução 

Desenhamos, inicialmente, no plano, a reta 
r de equação 2x - y + 4 - 0. 

Tomamos um ponto fora de r, por exem- 
plo, a origem 0 (0, 0), e substituímos na ex- 
pressão 2x — y + 4: 


2:0-0+4=4 
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Obtendo o valor 4, que é positivo, assim o 
semiplano que contém a origem é o positivo, 
e o outro é o negativo. 


Como na condição fornecida nos interes- 
sa o semiplano positivo, temos: 


01. Representar, nos planos cartesianos 
abaixo, os pontos que satisfazem as condi- 
ções: 

a) 3x-620 


y 


b) 2y-6>0 
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c) -x+y-1<0 
b) 


Resposta: Nos próprios gráficos das perguntas. 


02. O semiplano destacado é o conjunto 
dos pontos (x, y), tais que: 
a) 3x+y-2>0 
b) 3x+y+2<0 
c) 2x+3y-6<0 
d) 2x+3y-6>0 
e) 2x+3y-2<0 


ху 


d) 


Resolucáo E * M 
Obter a equação da reta (r) 2x + 3 y — 6 = 0; a 

parte destacada representa 2x + Зу — 6 <0. 
Resposta: C 


03. (PUC-SP) O conjunto dos pontos (x, y) 
do plano cartesiano que satisfaz a inequação 


e 
(x^ у)-(х— y) < 0 éa parte destacada de qual ) 
das seguintes figuras? 


A 
y 
a) 


Xy 


Resolucáo 


A inequação dada pode ter produto zero. Sendo 
assim, tomaremos x * y =0 ou x-y=0. 
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Se o produto (x + y) - (x — у) é menor que zero, 
então os fatores têm “sinais trocados”, ou seja: 


Para(x+y)>0>(x-y)<0 
Para(x+y)<0= (x-y)>0 


Teremos, então, dois sistemas de inequações: 


x+y>0 x+y<0 
(1) ‚ I) , cuja solução é dada 
х-у<0 х-у>0 
pela união de (1) e (ID. 
Representando graficamente: 
y 
> 
x 
Resposta: E 


04. Represente os pontos (x, y), tais que: 


x-y-2 ый 
x+2y-2 | 
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Resolução 

Em primeiro lugar, fazemos o estudo do sinal das 
expressões N (x, y) »x -y-2eD(x, y)=x+2y-2 
do numerador e denominador da fração fornecida (fi- 
guras 1 e2, respectivamente). 


>x 


Figura 1 


N : 
Para que D >0, Ne D devem ter o mesmo sinal, 
isto é, ou ambas são positivas ou ambas são negati- 
N 
vas. Para que ocorra p 9 devemos ter N = 0. 


Outro fato que temos que ressaltar é que devemos ter 
D #0. Assim a solução será: 
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Equações da Circunferência 


Circunferência é o lugar geométrico dos 
pontos do plano cuja distância a um ponto 
fixo (C) é uma constante positiva r. 


Pe circunf. 2 PC=r 


С: centro da circunferência 
r: raio da circunferência 


Círculo é o lugar geométrico dos pontos 
do plano cuja distância a um ponto fixo (C) é 
menor ou igual a uma constante positiva r. 


P e círculo > РС <r 


Consideremos uma circunferência de cen- 
troC (a, b) e raio r. 


Para obtermos a equação da circunferência, 
tomamos um ponto Р(х, y) genérico, pertencente 
à circunferência, e impomos a condição: 


dpç= raio 


Equações da Circunferência 


Assim: (к= а)? +(y- by. = 


Elevando os dois membros ao quadrado, 


temos: 
(к-а) (у -Б2=12 


A equação acima destacada é а equação 
reduzida da circunferência. 


Observações 

1º) Consideremos a equação: 
(ха) + (у -6)2=к 
Entáo temos: 

a) Sek > 0, a equação (x - a)? + (y – Б)? = k 
representa uma circunferéncia de centro 
(a, b) e raio vk. 

b) Se k = 0, a equação (x - a)? + (y – b} = k 
representa o ponto P(a, b), pois 
(x-a}+(y-b)}=0—x=aey=b 

с) Sek «0, a equação (x - a)? + (y — b} = k 
representa um conjunto vazio, pois a 
soma dos quadrados de dois números re- 


ais nunca pode resultar em um número 
negativo. 


2°) O gráfico da relação (х – a)? + (y -b? < R? 
é um círculo de centro C (a, b) e raio R, 
pois é uma relação que é satisfeita pelos 
pontos P tais que дье € R. 


> х 
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Exemplos 


1º) Dar a equação reduzida da circunferência 
de centro C e raio r: 


а) C(L3) e г= 4/3 
b) С (2,-3) e r=2 
с) C(0,2) e r=1 
d) C(-1,0) e => 
Resolução 


2°) Obter o centro C e o raio т das circunfe- 
rências com equações: 

a) (x-22+(y+12=4 

b) (х+1)?+(у+1)?=1 

с) xX+(y-32=2 

d) х2+у2=7 
Resolução 

a) CQ,-1) e r=2 

b) C(-1,-1)er=1 


с) C(0,3? er- 42 
d) C (0,0) e r= J7 


3°) Achar a equação da circunferência que tem 
diâmetro com extremos A (-1, —3) e B (5, 7). 
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Resolução 
B 
A 
O éo ponto médio de AB 
kgs Xa dx» = = —2 
ye cun = — 22 


Assim: O = (2, 2) 


r=doa= (2+1) «(243 = 34 
Entáo a equacáo da circunferéncia é: 


(x-2? + (у –2)2=34 


Consideremos а equação reduzida de uma 
circunferência de centro C(a, b) e raio =r: 


(x-a)? +(y-b} =r, 
Desenvolvendo os quadrados e isolando 


os termos da equação no primeiro membro, 
temos: 


х2 — 2ах + a? + y? — 2by + b? = r? 

x? + y? — 2ax – 2by + а2 + b? - r? = 0 

Fazendo -2a = d, - 2b =e ea2+b?-12=f, 
encontramos: 


x2+y2+dx+ey+f=0 


que denominamos equação geral da cir- 
cunferência. 


Notemos que: 
-2a=d+2a=-d a = 
2b=e2b=-esb= 

а? «b? -r° =f әт? =а? 4 b? -f 


cr=va2+b? -f 


Equações da Circunferência 


Entáo, as coordenadas (a, b) do centro e o 
raio r da circunferéncia sáo obtidos com as 
fórmulas: 


Exemplos 

1º) Obter uma equação geral da circunferén- 
cia de centro C(2, -3) e raio = 3. 
Resolução 
A equação reduzida é: 


(х-2)?°+ (y 3? = (43)? 
Entáo: 
x2-4x+4+y2+6y+9=3 


ou seja: 


x2+y2-4x+6y+10=0 


que é uma equação na forma geral. 


2º) Obter o centro e o raio da circunferência 
de equação geral: 
x2+y2-8x+6y-2=0 
Resolução 


Sendo C(a, b) o centro er a medida do raio, 
temos: 


2 2 
2 2 


г= ya? «b? -£ = 42 +(—3)? -(2) = 
24164942 =./27 2343 
Assim, o centro éC- (4, -3)eoraioér- 34/3 


Observações 

1°) Sex? + y? + dx + ey + f = 0 é a equação de 
uma circunferência, então 
lo? + Ку? + ках + kdy+kf=0,k % 0, é uma 
outra equação da mesma circunferência. 
Para determinarmos o centro e o raio par- 
tindo dessa última equação, devemos pri- 
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meiramente dividi-la por k, para depois apli- 
carmos as fórmulas. 


Exemplo 

Obter o centro e o raio da circunferência 
com equação: 

2х2 + 2y? — 8x + Dy-3=0 

Resolução 


Primeiramente, devemos dividir a equa- 
ção por 2. 
Assim: 


3 
wry dub =0 


Então, centro C = (a, b) e raio r é: 


2 2 
2 2 


г= ја +Ъ2 ғ = je +(3y (5) е 
= 44945. = E 
Va сү? 
29 


ПЕ ОЕ н 


2º) Dada a equação x? + y? * dx + ey + f = 0, em 
que d, e e f são números reais conhecidos, 
a equação na forma reduzida é: 
(х = a)? + (y - b)? = а? + b? — f, onde 
a чы. 


а= ,b=—. 
2 2 


Então concluímos: 

e Sea?+b?-f>0, a equação representa uma 
circunferência de centro (a, b) e raio r. 

• Sea?+b?-f=0, a equação representa um 
único ponto (apenas (a, b) satisfaz a equa- 
ção). 

e Sea?+b?-f<0, a equação representa um 
conjunto vazio. 
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Exemplo 
Dada a equação x? + y? + 2х + 8y +k=0, 
obter К para que ela represente: 
a) uma circunferéncia; 
b) um único ponto; 
c) um conjunto vazio. 


Resolução 
2 2 
2 2 


a? +Ъ? -£- (1) - (-4 -k=17-k 
Assim: 

a) 17-k>0=>-k>-17=>k<17 

b) 17-k=0> k-17 

с) 17-К<0=5-К<-17 5 К> 17 


3º) Toda circunferência do plano carte- 
siano apresenta equação na forma ge- 
ralx2+y2+dx+ey + f 2 0, então a equação 
Ax? + Ву? + Cxy + Dx + Ey + F = 0 (equação 
geral do 2º grau) para poder representar 
uma circunferência deve ter: 


А=В+0еС=0 


No entanto, se а equacáo: 

Ax? + By? + Cxy + Dx + Ey + F = 0 tiver 
А = В #0 е С = 0, isso não significa que ela 
representa ита circunferéncia, pois poderá 
representar um único ponto ou mesmo um 
conjunto vazio. 

Exemplo 

Qual das equações abaixo representa uma 
circunferência? 
a) 2x? + y?-3x+4y-1=0 
b) x?* y? - 2ху +4x-6y-1=0 
с) x? * y?-2x-2y +5 = 0 
d) x?-y?-4x-2y-1=0 
е) паа. 
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Resolução 

As equações das alternativas a e d não re- 
presentam uma circunferência, pois os coefi- 
cientes de x? e y? são diferentes (A z B). 

A equacáo da alternativa b também nào 
representa uma circunferéncia, pois o coefi- 
ciente de xy não é nulo (C + 0). 

A equacáo da alternativa c, embora pareca 
representar uma circunferéncia, nào represen- 
ta, pois, se representasse, o centro da mesma 
seria С = (1, 1) e a?+b?-f=12+12-5=-3<0, 


Assim, a resposta é alternativa e. 


01. Achar a equacáo das circunferéncias: 


a) 


^y 
=6 O a 
b) 
^y 
-2 lo 
a LI >x 
2 
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с) Resolução 
y y 
В(1, 6) 
| / A(, 4) 
+ g 
: Ea 
0 
Como o centro С pertence ао eixo y, podemos 
d) escrever suas coordenadas assim: C=(0, a). 
Como A(3, 4) e B(1, 6) são pontos da circunfe- 
y réncia, temos: 
dac=dpc 
5 
NE М5 3-0) +(4-a = (1-0) (6-а)? 
>x 


Elevando ao quadrado os dois membros, temos: 
9 + 16 — 8a + a? = 1 + 36 – 12a + à? >a =3 


O centro é o ponto C = (0, 3), eo raio é: 


r =d c= (3-0) *(4—3J 2410 


Resolução Então, a equação reduzida da circunferência é: 
a) Centro =C (-3, 0) e raio = 3 А 
Assim: (х+ 3? +у2= 9 (x-0)? + (y -3? = (4/10) 
b) Centro=C(-J2,- 2 eraio= J2 ou seja: x? + (y -3)= 10 
Assim: (x + 42 2 + (y+ 4292-2 03. O raio da circunferéncia de equacáo 
c) Centro=C(-3, 2)eraio= doc x? +y?-4x+6y-12=0 é: 
Então: a) 1 
- - b) 2 
raio = (0+3) -«(0—2y. = 1З с) 3 
Assim: (х + 3)? + (y – 2)? = 13 а) 4 
е) 5 
d) Centro=C (0, 0) eraio= 45 " 
esi КК Resolucáo 
Assim: х? + у? = А=В=0 
02. Achar а equacáo reduzida da circun- -D -(-4) 
feréncia com centro no eixo y e que passa pe- E A ? 


los pontos A (3, 4) e B (1, 6). 
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p- E AO 4 

2A 2 
P=a+b-F > р=4+9 + 12 = 25 
r=5 


Resposta: E 


04. Sob que condições a equação: 
2х2 + my? + 2kxy +2x+2y+p=0 
representa uma circunferéncia? 
Resolucáo 


Os coeficientes de x? e y? devem ser iguais, então: 


O termo em xy deve ter coeficiente nulo, então k=0. 


Nessas condições, temos: 
2x2 +2y2+2x+2y+p=0 
Dividindo por 2 a equação, temos: 


2+y+xry+h=0 
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Assim: 

-d -1 
ЯЙ = — = — 

2 2 
а 

2 
2 2 
ү? = д2 +b? (5) (2) P >o 
2 2 2 

2—2p 
cu Pope 


Assim, a equação representa uma circunferência 
sem=2,k=0ep<1. 
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Consideremos, por exemplo, o ponto P (1, 5) 
eareta (1) х+у-2 = 0. 

A distância do ponto P à reta г é igual à dis- 
tancia de P à sua projeção ortogonal na reta т. 


р 


а r 


Q 


Para obtermos essa distáncia, devemos: 


1º) obter a equação da reta t | r passando 
por P: 


m. cl 


tdr 


=>m,=+1 


y-5=1(x-1) => (t)x-y+4=0 


2º) obter o ponto О, projeção de P em r: 


x+y-2=0 
x-y+4=0 
2x+2=0 > x=-1 


(+) 


Substituindo na equação де r, temos: 
-1+y-2=0=y=3 
Assim О (-1, 3) 


3%) obter a distáncia РО: 


2 2 
dpo = (са) +(5-3) =48=242 
Assim, a distância do ponto Р (1, 5) à reta 
(к) х+у-2=06242. 


Por ter grande aplicacáo па Geometria 
Analítica, vamos deduzir uma fórmula para 
calcular a distáncia de um ponto a uma reta. 


Distáncia de Ponto a Reta 


Dado um ponto P (x, y.) ea reta (1) ax+by+c=0, 
vamos obter uma fórmula para calcular a dis- 
tância d entre Per. 


1º) Equação da reta t |. r passando por P. 
a 
b iom, -P 
a 
tlr 
Assim: (t) y — y, = P (x—x,) 
BU p 
Entáo: (t) - bx + ay + (bx, — ayp) =0 
2°) Projeção ortogonal de P em r. 


Achamos a projeção de P em r, resolvendo 
o sistema determinado pelas equações deter. 


ax+by=-< (т) 
—px+ay E= o tay, (t) 
Multiplicando a equacáo de (r) porbea 


equação de (t) por a, e fazendo a adição mem- 
bro a membro, obtemos: 


2 
b Xx, -aby, —ac 


= 
т 2 2 
a +b 
à 
-abx +a y -bc 
Yo = р р 
e 2 2 
a +b 
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3?) Distância entre os pontos P e О. 


2 2 
а= x, E ox) 
2 2 2 
a Xy *aby, *ac E +b?yp He) 
+ 


| a +” at +b? 


Es a? (ахь +byp +0) +b?(axp + byp +0) 


(y 


Observação — A distância de P é igual ao 
módulo do valor numérico obtido, substitu- 
indo as coordenadas de P no 1° membro da 


equação geral der, dividido рог Ja? + p?. 
Exemplos 


1°) Calcular a distância do ponto P (1, 5) à 
reta (r)x+y-2=0. 


Resolução 
a laxe *byp*c| |1+5-2] 


Ja? +b? y1? +1? 


4 
d-——d-242 
42 


Observacáo: A unidade de medida nào é 
citada; consideramos a mesma das coor- 


denadas fornecidas, isto é, a unidade do 
sistema cartesiano. 


2?) Calcular a distáncia da origem O (0, 0) à 
reta (r) y = 2x -1. 
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Resolução 


Inicialmente, colocamos a equação de r na 
forma geral: 


y=2x-1 => 2x+y+1=0 
e aplicamos a fórmula da distáncia: 


P ахь *byp*e| |-2.0«0«1| 
үа? +b? (-2)* +1? 
1 4/5 


d=—> |4= 2 
5 5 


3.1. Dado um Ponto da Reta 

Se conhecemos um ponto P (x, Yọ) de uma 
reta, para determinarmos a sua equação de- 
vemos obter o seu coeficiente angular m, e a 
equação será: 


y -yo = M(X - Xp) 


Dizemos que essa equacáo, com m variá- 
vel, representa o feixe de retas concorrentes 
em P (xy y), nào paralelas ao eixo y. A reta 
parlela ao eixo y e que passa por P tem equa- 
ção x = Xy. 


y 


Exemplos 


1°) Achar a equação da reta r que passa pelo 
ponto P (20, 0) e dista 12 unidades da ori- 
gem 0 do sistema cartesiano. 


Distância de Ponto a Reta 


Resolução 


A 


y 


vx 


P(20, 0) 


A equação de r será: 
y-0=m(x-20) 

ou seja 

(т) mx-y-20m=0 
dist. (O, г) = 12 
[m-0—0—-20m| 


m? +(-1) 


|20т| = 124 m? +1 


400 m? = 144 (m? +1) 
256 m? - 144 


=12 


cete? 
16 4 


O problema tem duas soluções: 
3 3 
(1,) у= 419-20 e(n)y- -77209 


2°) Achar a equação da reta r que passa pelo 
ponto P (5, 2) e dista 2 unidades do ponto 
А (7, 2). 
Resolução 


е) А(7, 2) 
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A equação дет será: 

y -2=m(x-5) > 

(т) mx- y -5m+2=0 
dist. (A, r)=2 


lm-7-2-5m+2| _ А 
m? +1 

2m| 2 24m? +1 

4m?- 4(m?* 1) 2 0-4 

Notamos que nào existe m que satisfaca 
as condicóes do problema, pois a reta r é ver- 
tical. Isso seria facilmente percebido se fizés- 
semos o gráfico em coordenadas cartesianas. 


ty д, 


vx 


Logo, a equacáo da reta r é: 


3.2. Conhecendo a Direção da Reta 


1. Dado o coeficiente angular m da reta 
Se conhecemos o coeficiente angular m da 
reta, devemos descobrir o coeficiente linear 
q, e a equação será: 


Dizemos que essa equacáo, com q variá- 
vel, representa o feixe de retas paralelas de 
coeficiente angular m. 
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Exemplo 
Obter a equacáo da reta r com coeficiente 


angular 2 e que dista У5 unidades do ponto 
А (5,0). 
Resolução 
A equação de r será: 
y=2x+q>2x-y+q=0 


| 2-5-0+d] 
dist. (A, 1) = === 
J? +61? 
Е 10+q=5=q=-5 
очај оа 


Assim, existem duas soluções: 


y=2x-5ouy=2x-15 


Il. Dada uma reta paralela 
Se conhecemos a equação de uma reta (s) 
ax + by + c = 0 paralela a г, a equação será: 


ax + by + к= 0 


Dizemos que essa equação, com k variável, 
representa o feixe de retas paralelas à reta s. 


Exemplo 


Obter a equação de reta r paralela à reta (s) 
3x+4y —7=0 e que dista 2 unidades de A (5, 0). 


Resolução 

A equação de r será: 
3x+4y+k=0 

dist. (A, r)=2 
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B-5+4-0+k]_, 

43? +42 

isene 15+q= +105 К= —5 
PARO ИЕ ca 


Assim, existem duas soluções: 
Зх + 4у –5 = О ои Зх + 4у – 25 = 0 


01. Obter а medida do гаіо da circunfe- 
rência que tem centro O (3, 4) e é tangente à 
reta de equação 5x + 12y +7 = 0. 


Resolucáo 


R- dist. (O, r) 


[5-34 12-(-4) +7] 
R= == 
52 +12? 


_ [15-48+7] 


169 


26 
R22. R=2 


13 


02. Calcular a medida da altura relativa 
ao vértice A no triángulo ABC. 


Dados: A (1,5), B (0, 1) e C (3, 4). 


A 


Distáncia de Ponto a Reta 
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Resolucáo 


o 
Obtemos a equação da reta BC 


+ + + 
x+0+3y-0-3-4x=0 


© 
Assim (BC) -3x+3y-3=0 
e 
ou(BC)x-y+1=0 


Calculamos agora a distância do vértice A à reta 


© 
ВС: 
пса --Ё7°*1__3 
Авс Pap 42 
Então: 1-22 


03. Achar o ponto P do eixo y, equidistante 


das retas (r) 3x+y-1=0e(s)x+3y+5=0. 
Resolucáo 
P e eixo y >P=(0, у,) 
dist. (P, r)= dist. (P, s) > 


рону, 


О+3у +5 
=> Z 
Então: v- ш 
dio vo 
Y, [y dog =—3 
y) 717 By, +5| = ou 


y, -1=-3y, cbe, =-1 
Assim, as coordenadas de P são: (0, —3) ou (0, —1) 


Distáncia de Ponto a Reta 


04. Calcular a distáncia entre as retas 
paralelas de equações (г) 3x + 4y - 12 = 0e 
(s) Зх + 4y + 6-0 


Resolucáo 


Devemos, inicialmente, encontrar um ponto qual- 
quer de uma das retas, r por exemplo. 


Fazendo x=0, por exemplo, na equação der, temos: 
3-0+4y-12=0=>y=3 
Assim, P (0,3) er 


A distância d entre as retas re s será a distância 
de P à reta s. 


Assim: 
d- [3:0+4-3+6] _ 18 


Vaya? — 425 
Então: d = a 
5 


05. A equação da reta paralela a (5) х+у-7=0 
e tangente a circunferéncia de centro na origem 
e raio 5 pode ser: 


a) х+у+4=0 d) х+у-5=0 
Ь) х+у+3=0 е) х+у+1042=0 
с) х+у-542=0 

Resolucáo 


Podemos escrever a equação de uma reta paralela 
а (s) na forma (t) x + y + К = 0 е, sendo esta reta 
tangente à circunferência, então a sua distância até o 
centro (origem) é igual ао raio (5). 


Е [1-0+1-0+k| i 


R=d4=>5 +5/2 


Sendo assim, a equação procurada pode ser: 
x+y-5/2=0 ou х+у+542 =0. 


Resposta: С 
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06. (Fuvest-SP) Obtenha a equacáo das re- 
tas que passam pela origem e tangenciam a cir- 
cunferéncia de centro no ponto (5, 0) e raio 3. 


Resolucáo 
Searetapassapela origem, (By —0 = т(х—0) = 
> (ду = mxou(t)mx-y=0. Como (t) é tan- 


gente à circunferência de centro C(5, 0) e raio 3, te- 
mos que a d=3 


т:5+1:0+0 
m? +1 


3 
de, = | =3>m= т, portanto, 


анаи кйш == a 
4 4 

R ta: E uai -— 

esposta: y 4 y F 


Obs.— Vocé também pode resolver este exercício 
utilizando т = tgoc, com o auxílio do gráfico. 
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Circunferência: Posições Relativas 


Consideremos uma circunferência de cen- 
tro C(a, b) e raio r. A equação desta circunfe- 
rência é: 

(x-aP*(y-bj?-r-0 

Sendo P(x,, yj) um ponto do plano 
cartesiano, a distáncia de P ao centro C da 
circunferéncia é: 


d= (хо - a) (yo - b)? 


Chamamos de potência de P em relação à 
circunferência o número d? — 1?, que é positi- 
vo, negativo ou nulo, conforme P seja exter- 
no, interno ou pertencente à circunferência. 


P 


d>rsd?-r>0 


d<r=>d?-12<0 


d=r>d?-r? 


Circunferência: Posições Relativas 


Dessa forma, a potência de P em relação à 
circunferência é: 

Pot. de Р = d? - r? = (x, - a)? + (y, – b)? - r? 

Esse valor é o que obtemos quando subs- 
tituímos as coordenadas de Р(х, Yọ) na equa- 
ção geral da circunferência. Assim, concluí- 
mos que: 


externo (Xo Ry ay ar (yo = b)? -12>0 


хо-а)2 + (yo- b? rà «0 


interno ( 


P He alho Үн) 


pertencente” 


Observações 

18) O lugar geométrico representado por 
(x-a2+(y-b)2-12<0éo círculo de 
centro С (a, b) e raio r. 


> 
a x 


2º) O lugar geométrico representado por 
(x-a)? + (y-b)?-r° 20 é a região destacada 


na figura. 
Ya 
peas 
1 
1 > 
a x 
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Consideremos uma reta s de equação Vamos resolver neste item alguns dos pro- 
ax+by+c=0euma circunferência à deequa- blemas fundamentais sobre reta e circunfe- 
ção x? + y? + dx + ey + f = 0. Para identificar- rência. 


mos a posição de s e à, podemos usar dois 1º Problema: achar as equações das retas 
raciocínios diferentes. paralelas a (r) Зх + 4y — 7 = 0 e tangentes à 
1º Modo: comparamos a distância d, do circunferência (À) (x - 1? + (y -2)?=4. 
centro da circunferência até a reta s, com o Resolução 
raio da mesma: t 
r 
S 


= ` 


d<r s secante a À 


Sendot // r, a equação det pode ser escrita: 


5 (t) 3x + 4y +k=0 
c Como t é tangente à circunferência, a dis- 
tância det ao centro C - (1, 2) éigual ao raio 2. 
d=r =з tangente a À Assim, 
3-1+4-2+k] 


=2 > |к+11= 10 
43" +4? | | 


k+11=+10>k=-1 ou k=-21 


Resposta 
e 
(tj) 3x -4y - 1-0 e (ty) 3x ^ 4y -21-0 
а >т < ѕ externa a À 2º Problema: determine as equações das re- 


tas paralelas a (т) x + 2y + 132 0 e que determi- 
nam na circunferência (\,) (x - 1? + (y-2)=5 
uma corda de comprimento 4. 

Resolução 


2º Modo: resolvemos o sistema formado 
pelas equações dese А, recaindo sempre em 


uma equação do 2º grau. A posição dese À é 
determinada pelo valor do A (discriminante) 
desta equação. 


А > 0 & ssecante a À 


А = 0 © s tangente a À 
А < 0 & sexternaa À a 
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2 

+22 = (45) > 4 =1 

Assim, а = 1 

A reta t // r tem equacáo: 

(t)x+2y+k=0 

A distáncia do centro O (1, 2) а reta t deve 
serd=1. 

Então, 

1+2-2+k 

ы EE EE 

de dg 
Assim, k = -5- 45 ouk = -54 45 
Resposta 


tj) x-2y -5- 45 x0 e(t,) x+2y-5+45 =0 
1 y y 


3? Problema: determine a equacáo da reta 
que passa por A (5, 3) eé tangente à circunfe- 
rência de equação 

x2+y2-6x-4y+8=0 

Resolução 


Vamos descobrir, inicialmente, a posição 
de A em relação à circunferência: 


52+32-6:5-4:3+8=0 
Assim, A pertence а circunferéncia, e о 
problema tem solucáo única. 


A 


A reta t procurada passa por A (5, 3) e é 


perpendicular a AC, ondeC= (3,2) éo centro 
da circunferéncia. 


tl AC 


A equação de té (t) y - 3=-2 (x—5) ou seja 
2х+у- 13 = 0. 
Resposta: 2x + y - 13 = 0. 


Circunferéncia: Posicóes Relativas 


4* Problema: determine a equacáo da reta 
que passa por A (2, 3) e é tangente a circunfe- 
rência de equação x? + y? - 6x - 4y +8 = 0. 

Resolução 

Vamos, inicialmente, descobrir a posição 
de A em relação à circunferência: 

22+32-6:2-4:3+8=-3<0 

Assim, A é interno à circunferência, e o 
problema não tem solução. 


Resposta: não existe reta que passa por A 
e é tangente à circunferência dada. 


5º Problema: determine a equação da reta 
que passa por A (4, — 3) e é tangente à circun- 
feréncia de equação x? + y? + бх - 2y +9 = 0. 

Resolução 

Vamos, inicialmente, descobrir a posição 
de A em relação à circunferência: 

P2+(-32+6:4-2(-3)+9=64>0 

Assim, A é externo à circunferência, e o 
problema tem duas soluções. 

ti 


r1 t 


Como t passa por A (4, —3), a sua equação é: 

(t y +3=m (x-4) 

ou seja, (t) mx -y - 4m - 3-0 

A distância do centro C = (- 3, 1) à reta t é 
igual ao raio = 1, entáo, 

[m(-3) -1- 4m - 3 zd 

m? +(-1) 

|-7m - 4|- 4m? +1 

49m? + 56m +16 = m? +1 

48m? +56m +15 = 0 


Animi ou mot 
12 4 


Resposta 
(t,)y+3= 5 (x - 4) e (t,)y+3 ES bei 
12 4 
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Consideremos duas circunferências A, e Л, 
de centros C, e C, eraiosr, er, respectivamente. 
Sendo d a distáncia entre os centros C, e 


C,, temos: 


М eA, 
ме tangentes а= +r 
exteriormente 


d»r tr 
externas 


М eh, 


n-ri«d«rm-cr 
2 1 >| LT 


interiormente 


A ел» 
tangentes (а= |n -r| 


Аел, 


Аел, 
d < lr -r| "EN: - 
concéntricas 


internas 
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Exercícios Resolvidos 
01.Dadaacircunferênciadeequação x? 
+ y? - 2x - 4y — 3 = 0, determine a posição de 
cada um dos pontos abaixo em relacáo a ela: 
a) A(3,4) 
b) B(2,6) 
с) D(0,3) 
Resolução 
a) 32+42-2:3-4.4-3= 
=9+16-6-16-3=0 
Assim, A pertence й circunferéncia. 
0) 22+62-2:3-4:6-3 = 
=4+36-6-24-3=7>0 
Assim, B é externo à circunferência. 
c)02+32-2:0-4:3-3= 
=0+9-0-12-3=-6<0 
Assim, D é interno à circunferência. 
02. Qual a posição relativa da circunferência 
x2+y2-10x-4y+13=0eareta8x-6y-3=0? 
Resolução 
1ºModo: 
O centro Ceoraior da circunferência são: C (5, 2) 
er=4. 
A distância d do centro à reta é: 
[B.5-6-2-93| 25 .5 
ro 1973 


Comparando der, temos d € 


d= 


Portanto, a reta e a circunferência são secantes. 
2º Modo: 


Vamos analisar o sistema determinado pelas equa- 
ções da reta e da circunferência: 


8x-6y-3=0 (1) 
x?+y?-10x-4y+13=0 (II) 


na equação (1) e substituin- 


Isolando x = 6y*3 
8 


do em (II), temos: 


2 
Ех + y? 1022) 4y+13=0 
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Simplificando, obtemos: 

100 y? — 700 y + 601 =0 

Calculando o discriminante A, temos: 

A = (700)? — 4 - 100 - 601 = 249.600 

Como А> 0, a reta e a circunferência são secantes. 


03. Estabeleça a posição relativa entre À, e 
A, em cada caso abaixo: 


а) (А) х2+у2=1е(А,) (x -3? * y?=4 
b) (A) (x-1?*y?-4 е 

(А) x? + (y - 1? -9 
с) (А) (x- 10)?+(y-1)?=1 e 

(Ao) (x - 1)2+ (у - 1)2= 100 
Resolucáo 
а) c,(0,0)er,=1;C,(3, 0) ет, = 2 
а= 400—3)? +(0-0)? = 3 


d=r,+r,> À,e À, tangentes exteriormente 


b) C(1,0)er,=2;C(0, 1)er,=3 


4= (1—0)? +(0—1)? =./2 


еу сани > A, e A, secantes. 


c) C,(10, 1)er,=1;C,(1, 1)er,=10 


a=(10-1) +(1-1) =9 
d=Ir,-r,)| >4,€e À, tangentes interiormente. 


Observação 


Para obtermos os pontos de intersecção de duas 
circunferências, basta resolvermos o sistema determi- 
nado por suas equações. Assim consideremos, por 
exemplo, as circunferências de equações: 


(A) x? +y?+2x+2y-3=0 
(A) x? +4? -x-4y -320 
Resolvendo o sistema: 
xy! *2x42y-320 
PI o ов 
=x - у +х+4у+3= 0 
3x+6y =0> х+2у =0(1) 


Isolando x na equação (1) e substituindo na equa- 
ção de À, temos: 


Circunferência: Posições Relativas 


x+2y >x=-2y 
(2yY + y? + 2 (2y)+ 2y - 8 =0 


5y?-2y-3=0=>y=10u y 


5 
Substituindo ет (1), temos: 
х=-2у=-2:(1) =-2 
ои 
2-3 6 

5 5 


x=-2y= 


| 6 3 
Assim, P, (-2, 1) e P, 5'5 


É importante notar que a equação (I) é a equação da 
reta que passa pelos pontos P, e P, de intersecção À, e A». 


04. Dadas duas circunferências não con- 
céntricas, (44) (x — x? + (y - y)?» 1?, e 
(А) (x — х,)2 + (y — yo)? = 12,, denominamos 
eixo radical de À, e À, ao conjunto dos pontos 
do plano cartesiano que são equipotentes re- 
lativamente a À, e». Mostre que o eixo radial 
é uma reta. 


Resolução 


Se P (x, y) é egiiipotente em relação a À, e A», 
então, 


ri = 

= (0-х)? +(y=y2)* -r7 

X dx xr fo 2 yy? d = 

=$-2х,х+хї+{°-2у,у+у?-—т] 
(2x; - 2x, )x + (2у› — 2y1)y + 


(а ху)? +y -y 


2 2 2 2 2 02099. 
Hxj + yi -ri = х5 –у5 +5) = 0 


Fazendo: 

а= 2х, – 2х1 

b=2y,- 21 

сер ad +, 


temos: 


que é a equação de uma reta. 
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